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REVISIONS FIN DE HK3

Exercice 1.
On considére la suite de nombres réels (un) définie sur N par :

Corrigé ex. 1

1 1
up = —1, u1 = 3 et, pour tout entier naturel n, upy2 = Uny1 — Zun.
1) Calculer us et en déduire que la suite (un) n’est ni arithmétique ni géométrique.
2) On définit la suite (vy) en posant, pour tout entier naturel n :
1

Up = Up+1 — —Un.

2
(a
(b

) Calculer vg.
)

¢) En déduire I'expression de vy, en fonction de n.
d

Exprimer v, 41 en fonction de vy,.

3) On définit la suite (wy) en posant, pour tout entier naturel n :

Un
Wy = —.
Un

(a) Calculer wg et justifier que wy, est bien défini pour tout n € N.
(b) Exprimer wy,+1 en fonction de wy,.

(¢) En déduire la nature de la suite (wn) et exprimer wy, en fonction de n.

2n—1
4) Montrer que pour tout entier naturel n, u, = et
n
5) Pour tout entier naturel n, on pose : Sy, = Z up =uo +ur + -+ un.
k=0
Démontrer que pour tout n de N :

2n+3

S, =2 F

271

Exercice 2. Corrigé ex. 2

3

1422

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 1 _‘f et la fonction g définie sur R par g(x) =

22
1
1) (a) Calculer I; :/ f(z)dz.
Jo

1
(b) Soit Iz = / g(z)dz. Calculer I; 4 I et en déduire la valeur de I2.
0

1 n
2) La suite (Jp) est définie pour tout entier naturel n par : J, = le+ —dz
0 e
(a) Calculer Jy puis Jo + Ji. En déduire Jp.
(b) Pour tout entier naturel n, calculer Jy, + Jp41.
(¢) Prouver que pour tout = dans l'intervalle [0;1] : < < . En déduire un
+e 1+4e*

encadrement de Jy,.

(d) En déduire les limites des suites (Jy) et <Z—2)

Exercice 3. Corrigé ex. 3

2 -2 =2

Soit A= | -1 3 1
-1 -1 1

1) Déterminer une base de ker(f) et de Im(f).

2) Déterminer la matrice de ’endomorphisme f — 4id. En déduire le noyau de f — 4id.

. On note f ’endomorphisme de R3 canoniquement associé & A.

3) Déterminer un vecteur v de R3 de premiére composante égale & 1 tel que f(v) = 4v.

0 0 O
4) Montrer qu’il existe une base B de R? dans laquelle la matrice de f s’écrit D= [0 2 0
0 0 4

Exercice 4. Corrigé ex. 4

Les questions 2 et 3 sont indépendantes.

On considére la fonction g définie sur R par g (z) = e* — «.
Pour chaque entier naturel n supérieur ou égal & 2 , on considére 1’équation notée (En) :

g(z) =n, ol I'inconnue est le réel z.

1) (a) Dresser le tableau des variations de g en précisant les limites aux bornes.

(b) Montrer que I’équation (E,) admet exactement deux solutions , 'une strictement né-
gative notée ay, et 'autre strictement positive notée [, .

2) Dans cette question on note (uy),cy la suite ainsi définie :

ug = —1
{ Pour tout entier naturel k, ug4; = e“k —2
a n rappelle que ag est le réel strictement négatif obtenu a la question 1. orsque
O ppelle q le réel stri égatif ob ala q ion 1.(b) lorsq
n=2
Calculer g (—1) et g (—2) puis montrer que —2 < aip < —1.
(b) Justifier que e®2 — 2 = .
En déduire par récurrence sur k que pour tout entier naturel £ : ag < up < —1.
(¢) En utilisant I'inégalité des accroissements finis avec une fonction adéquate,
montrer que pour tous réels a et b tels que a <b< —1,0< el —e® < %(b —a).
(d) Montrer que pour tout entier naturel k , ugpy1 — o = ek — %2
En déduire par récurrence sur k que pour tout entier naturel k: 0 < up, — ag < (l)k
e

(e) Montrer que la suite (uy),cny est convergente et de limite z.

3) On revient au cas général ou n > 2.
(a) Montrer que 1 < g (Inn) < n. En déduire que g (In (2n)) > n (on donne In2 ~ 0, 69).
(b) En déduire que In(n) < B, < In(2n), puis établir que la suite (lf(—z))n converge et

déterminer sa limite.

Exercice 5. Corrigé ex. 5

0 1 1
Soit M la matrice définie par M = [0 0 1], on note I3 la matrice identité.
0 0 O

1) Déterminer M3 puis en déduire que M n’est pas inversible.
2) Soit A une matrice carrée d’ordre 3 (i.e. de taille 3 x 3) vérifiant A% # 0 et A3 = 0.
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(a) Montrer que A n’est pas inversible.
(b) Vérifier que X3 =1—(1-X) (1+ X + X?).
(¢) Montrer que I3 — A est inversible et calculer son inverse.

3) Montrer également que I3 + A est inversible et donner son inverse.

Exercice 6. Corrigé ex. 6

Un nombre réel x est dit rationnel s’il est de la forme

T = b pour un certain p € Z et un certain ¢ € N*
q

Un nombre réel qui n'est pas rationnel est dit irrationnel. Nous avons prouvé cette année que v/2
est un nombre irrationnel.
Le but de ce probléme est, entre autres, de montrer 'irrationalité du nombre e = exp(1).

1) Suites adjacentes. Cette partie peut étre admise dans un premier temps, elle fait partie
des résultats du cours.
Rappel : les suites réelles (un ), cn €t (Vn), cn SONt adjacentes si 'une est croissante, 'autre
décroissante, et si la suite (vn — “n)neN est convergente vers 0.
On considére dans cette question (un),en €t (vn),en deux suites réelles adjacentes. On
suppose que (un), cn ©st croissante et que (vn), cn est décroissante.

(a) Etudier les variations de la suite (vn, — Un)peN-
(b) En raisonnant par I'absurde, montrer qu’on a : pour tout n dans N, up, < vp.

(c) En déduire que les suites (un), cn €t (vn), cn convergent vers la méme limite £, avec :

vneN, up, <Ll< o,

2) Le nombre e

1 n
1—=x
Pour tout n € N, on pose r, = / %ex dz.
0 ni

(a) Calculer la valeur de 7.
(b) En effectuant une intégration par parties, calculer la valeur de ry.

(¢) Montrer que pour tout n € N, on a :

Tn = (’I’L+ 1)' + rnt+1
(d) En déduire que :
n

1
ez;g+rn

=0
(e) Montrer que pour tout € N, 0 < ry, < % En déduire que la suite (Tn)nEN converge
vers 0.

vn € N,

On définit la suite (un), cn Par :

1
Vn € N, un:,;)E

(f) Montrer que la suite (un) tend vers e lorsque n tend vers infini.

3) Un premier encadrement de e.

4)

5)

Exercice 7.

(a) Démontrer que pour tout z € R, e* > x + 1.

(b) Démontrer que pour tout = € [0,1], 1 + z + x2>e®.
(¢) En déduire que 2 < e < 3.

Une deuxiéme méthode pour encadrer e.
(a) Démontrer que la suite (uy) est croissante. En déduire que e > 2.
(b) Démontrer que pour tout k € N \ {0,1}, k! > 2F—1,

n
(¢) Soit n > 2 un entier naturel, calculer Z
k=2

n
T En déduire que Z
k=2

(d) En déduire que pour tout n € N, up, < 3 et en déduire que 2 < e < 3.

Irrationalité de e.
On définit la suite (vn), cp+ Par :

Vn € N*, vy = up +

n-n!

(a) Montrer que les suites (un), cn+ €t (vn),en+ sont adjacentes.

1

2k—1 <1

En raisonnant par ’absurde, on se propose de montrer que le nombre e est irrationnel. Pour
ce faire, on suppose qu’il existe deux entiers naturels non nuls p, ¢ premiers entre eux tels que

€e= -.
q

(b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a :

Un < e < Up

(¢) En déduire que :

1
qlug < gle < qlug + —
q

(d) Mettre en évidence une contradiction (noter que ¢! ug est un nombre entier) et conclure.

Oral TSE 2024 pl. 4

Pour tout n dans N, on considére la fonction définie par :

1)
2)

fn: R—=R

n, —x

r—x'e — 1.

Pour tout n > 3, montrer que f, est une bijection sur l'intervalle [0, n].
Pour tout n > 3, montrer que ’équation :
n xT

xr =€

admet une et une unique solution dans l'intervalle [0, n]. On la note xy,.

Montrer que pour tout n > 3 on a :
I1<zn<n
Montrer que la suite (x5),,~5 est décroissante.

Montrer que la suite (xy), 4 converge.

Montrer que pour tout n > 3 on a :

Corrigé ex. 7
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7) En déduire la limite de la suite (zn),,>5. 4) Montrer que, pour tout n € N :
8) Etablir le tableau de variation de f, sur R.
1 1 1
—= <up < —
Exercice 8. Oral TSE 2024 pl. 5 sans préparation Corrigé ex. 8 V2 (n+1) n+1
Soit E = R™ considéré comme un espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux espaces
vectoriels supplémentaires de E. On considére p la projection sur F' de direction G. On définit s par 5) Déterminer la limite de la suite (un)neN'
6) En faisant une intégration par parties, montrer que, pour tout n € N :
s=2p—1id ou id est 'application identité de E.
1) Montrer que s est une application linéaire de E vers E. _ antt
(n+ Dun = + 3/2
2) Montrer que s2 = id. (1+2)
3) Montrer que s est une application linéaire bijective de E vers E.
4) En déduire Ker(s) et Im(s). 7) Déterminer :
5) Montrer que Ker(s — id) et Ker(s + id) sont supplémentaires dans E.
n+1
Exercice 9. Oral TSE 2024 pl. 8 Corrigé ex. 9 n~>+<x>/ 1+ 3/2 dz
On considere trois suites (zn), cn» (Un),en € (2n),cn définies par la relation de récurrence
8) * En dédui il exist € R tel :
Tni1 = 220 — yn + 22n ) n déduire qu’il existe « el que
Yn+1 = 3xn — 2yn + 4z,
Zn41 = 2%n — 2Yn + 32n Uy = o + (l)
n n—+oo \ n
les réels xg,yo et zo étant donnés.
1) Ecrire le systeme sous forme matricielle V;,41 = AV}, ou
z Exercice 11. Oral TSE 2024 pl. 10 sans préparation Corrigé ex. 11
n
Vo = Yn
Zn
2) H]gee"ztsgn;ner Papplication linéaire f : R3 — R3 dont la matrice dans les bases canoniques de ATTENTION Hors programme de premidre année.
3) Montrer que V5, = A"V, pour tout n > 1.
4) On considére la famille £ := {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,0)}. Montrer que £ constitue une base de
R3. Soit A € M2(R) ot M2(R) désigne ’ensemble des matrices carrées de taille 2 .
5) Déterminer M, la représentation matricielle de f dans la base €.
6) Pour tout n > 1, calculer M™. 1) Montrer que la famille {12, A, A2 A3, A4} est liée.
7) En déduire A™, pour tout n > 1.
; : ; 2 43 A4
8) Pour tout n > 1, exprimer zn,yn et zn en fonction de 1,20, yo et 2o. 2) Peut-on toujours extraire une base de M2(R) de la famille {IQ,A,A JAS A }?
M 5i 1. A, A% A3 AY), alors A est i sible.
Exercice 10. Oral TSE 2024 pl. 10 Corrigé ex. 10 3) Montrer que si I3 € VeCt( A )’ alors A est inversible

On considere la suite (un), ¢y de terme général :

1)
2)
3)

= dz.
Un A T T

Justifier que pour tout n € N, u,, est bien défini.
Montrer que la suite (un), ¢y est minorée par 0 .

Montrer que la suite (un), oy est décroissante.

4) Soit A non inversible. Peut-on affirmer que I3 ¢ Vect (A, A2 A3, A4) ?
5) On suppose ici Iz ¢ Vect (A4, A2, A3, A%).

(a) Justifier que la famille {A, A2 A3, A4} est liée.

(b) En déduire que A n’est pas inversible.
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Corrigé ex. 1.
1) On a up = —1 puis u; = % et ug = %. Comme ug < 0 et que u; et uz sont positifs, la suite
u n’est pas géométrique. D’autre part, u; —ug = % #* i = ugz — u1 donc la suite u n’est pas
arithmétique.
2) (a) vo=1.
(b) Pour tout n € N, on a
1 1 1 1 1

Un+1 = un+2_§un+1 = un+1_1un_§un+1 = Eun-&-l_zun = 2

1

(¢) On déduit des deux questions précédentes que v est géométrique de raison % et de
premier terme vg = 1. Donc v, = (%)n pour tout n € N.
3) (a) Onawg= —1 et d’aprés la question 2)(c), pour tout n € N, v, > 0 donc wy est bien
défini.

(b) Soit n € N; par définition, vy, = up41 — %un donc up41 = vp + %un ; on calcule

1 1
Un41 Un + 5Un 2Un 2 x FUn

U
wn+1:7:17:7+7:2+7n:2+wn-
Un+1 5Un Un Un Un
(c) Ainsi w est une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme wg = —1. On en

déduit : w, = —1 4+ 2n pour tout n € N.

4) D’apres la définition de w, on a, pour tout n € N,

_ _ 1I\" 2n-1
Up = Wn X Vp = (=14 2n) X 5) = o
5) On proceéde par récurrence sur n : pour n = 0, on a Sog = ug = —1. D’autre part, pour n = 0,
ona2— 22‘# = 2 —3 = —1. La formule donnant S,, en fonction de n est donc vraie au rang
0.
Soit n € N tel que S, =2 — 23:{3. Calculons Sp41 :
2n +3 2n+3 2(n+1)-1
Sn+1=5n +Upy1 =2 — on FUpt1 =2 — o + s}
dn+6 2n—&-172 (4n+6)—(2n+1)72 2(n+1)+3
-4 on+1 on+1 -4 on+1 -4 on+1 :

Ainsi la formule est vraie au rang n+ 1 dés qu’elle est vraie au rang n. Donc pour tout n € N,
Sy =2 — 243
on

Corrigé ex. 2.

1) (a) Il faut calculer une intégrale donc le premier réflexe est de trouver une primitive (si
vous avez lu I’énoncé avant de commencer, vous avez remarqué que les IPP arrivent
plus loin).

— La fonction intégrée est-elle continue sur l'intervalle considéré 7
— Pour quelle raison ? C’est une quotient !

— A-t-on une fagon simple de « primitiver » un quotient ? Non, il faut que le quotient
’ ’
soit de forme particuliere! %~ ou % ...
enser a la linéarité. aut ecrire des choses sur votre brouillon, c’est
b) P a la linéarité. 1l faut ABSOLUMENT écrire des ch brouill ’
une question TRES facile.
2) (a) Meéme procédé que ci-dessus.

(b) Méme procédé que ci-dessus : linéarité de [

1 1
7(un+1—§un) = ivn.

(c) Observer I’encadrement voulu est primordial : les facteurs qui « changent » sont sous le
dénominateur donc on commence par essayer d’encadrer le dénominateur uniquement.
Seul le dénominateur du « milieu » dépend de x donc c’est lui qu’il faut étudier.
Ensuite, on passe a 'inverse et on multiplie par le numérateur sans oublier les arguments
INDISPENSABLES permettant de faire ces calculs.

(d) Le théoréme d’encadrement doit-étre utile ici.

Corrigé ex. 3.

T T T 2 — 2y — 2z
1) Soit [y | €R3, fly|=A|ly| =] —z+3y+2
F4 z z —r—y+z
Ainsi,
x 2z — 2y —22=0 r—y—z=0 v
y | € Ker(f) < —r+3y+2z=0 < 2y =0 <— 0
z —r—y+2=0 —2y =0 Y
T =z T 1
Ainsi Kerf = y €R3|{ _ = 0l eR3|zeRy =z (0] |zeR; =
y=0
z T 1
1
vect | O
1
1
Une base de Kerf est donc 0
1
D’apres le théoréme du rang,
dimR? = dimKer f + dim Im f
3=1+dimIm f
Ainsi dim(Im f) = 2.
D’apres le cours, on sait que
Iin(f) = vect (f (e1)  f (e2) £ (ea))
oll e1, ez, e3 est la hase canonique de R3.
2 -2 -2
Donc Im(f) = vect -1 3 1
—1 -1 1
2\ /-2
Les vecteurs f (e1) et f (e3) sont colinéaires donc Im(f) = vect -1 3
-1 —1
2 -2
La famille | =1 |, [ 3 | est libre et génératrice de Im(f) c’est donc une base de Im(f).
-1 -1

2) Dans n’importe quelle base (et donc dans la base canonique) la matrice de id est la matrice
I, diagonale dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1.
Ainsi, dans la base canonique, la matrice de f — 4id est

2 -2 =2 1 0 O
M=A—-4I3=|-1 3 1 ]1-410 1 0
-1 -1 1 0 0 1
-2 -2 =2
=1-1 -1 1
-1 -1 -3
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T T 0
Le noyau de f — 4id est 'ensemble des |y | telsque M |y | = [0
z z 0
T —2r —2y—22=0
Ainsi |y | € Ker(f — 4id) <~ —rz—y+2=0
z —x—y—32=0
c+y+z=0 —3L1
= z+y—2z=0 —Lo
r+y+32=0 —L3
z+y+2z=0
<= —2z=0 Lo — Ly
2z=0 L3 — Ly
r+y=
{ z2=0
T 1
Donc ker (f — 4id) = —z||z€R ) =vect | -1
0 0
1
3) En posant v = [ —1 |, on a, d’aprés la question précédente :
0

(f —4id)(v) =0 <= f(v) —4v =0 <= f(v) = 4v.

Ainsi, v = convient.

O~ =

4) On cherche une base A (41, d2, d3) telle que.

f@1)  f(62)  f(d3)
0 0 O 0 0 0 o1
math?O(O 2 0)52
0 0 4 0 0 4 03
0
Pour avoir §; un vecteur d’une base (donc un vecteur non nul) et f (1) = [ 0 |, on doit avoir
0
0
61 # | 0| et 61 € kerf.
0
1
D’apres la question 1), ;1 = | 2 | convient.
1
1
D’aprés la question 3) 63 = v = | —1 | permet d’obtenir : f (d3) = 493 et on remarque que
0

(61,03) est une famille libre.
On cherche donc un vecteur d2 tel que f (d2) = 202 et (41, d2,d3) est une base de R3.

En suivant le cheminement des questions 2)et 3), on cherche deja le noyau de f — 2id.

0o -2 =2
En posant N =A—-2I3 = [ -1 1 1 |, on trouve que
-1 -1 -1
T —2y—2z=0
y | € Ker(f — 2id) <— —x+y+2=0
z —rz—y—2=0
r4+y+2=0 —L3
= r—y—2=0 —Lo
y+2=0 7%L1
z+y+2z=0
< —2y—2z:0 Lo — Ly
y+2=0
{:c:O
g
y=—z
0 0
Finalement ker (f — 2id) = y ||yeER| =vect | 1
—y —1
0
En posant 9o = | 1 |, ona
-1
0 0
(f — 2id) (52) =1{0 <~ f(52) —252=10 <~ f(52) = 269
0 0

1l reste & vérifier que (01, 62, 3) est une base de R3. Comme cette famille comporte 3 vecteurs
et que dim (Rd) = 3, il suffit de prouver que la famille (41, d2, d3) est libre.

1 0 1
C’est-a-dire, montrons que 0 1 ],]-1 est libre.
1 -1 0

En effet, considérons ag, as et a3z des réels tels que a161 + 262 + @363 = Ogs.

a1 +a3 =0 a1 +a3 =0 a1 +a3 =0
i.e. ag —az3 =0 <— as —az =0 <= as = a3
a1 — a2 —ag —a3z =0 ag = —ag

donc a2 = 0 puis az3 =0 et a3 = 0.
Ainsi : la seule solution du systéme initial est a1 = g = ag = 0 donc la famille (41, d2, d3)
est libre. L’argument de dimension permet de conclure que c’est une base de R3. Et dans

0 0 O
cette base, la matrice de fest D=0 2 0
0 0 4

Corrigé ex. 4.
1) (a) La fonction est définie, continue et dérivable sur R comme somme de telles fonctions.

lim e =0 donc lim g(z) = 4o0.
Tr—r— 00 Tr—r—00

Pour tout # € R, on a g(z) = e* (1 — e%) ainsi, grace au théoréme des croissances

comparées, on a
xT

lim — =400 donc lim — =0 et lim g(z) = +oo.
T—00 z—00 et z—~00
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Pour tout z de R, on a ¢'(z) = e* — 1 donc (¢’'(z) > 0) < (e > 1) < (z > 0). (d) Soit k € N, on écrit
On obtient le tableau de variations :
elk
Ugt1 — 02 = Upq1 +2 — 2 —a2 = Upy1 + 2 —2 — ag = e¥* — Y2,
x —00 0 +oo R “’—'76@2
Comme suggéré, on proceéde par récurrence sur k € N.
g/(.’E) - 0 + 1,0
On sait que up = —1 et que —2 < @z < —1, on en déduit que 0 < up —az2 < 1= (g) .
4o +oo Soit k € N tel que 0 < up — ag < (é)k
D’apres la premiére partie de la question, ugy1 — a2 = e+ —e*2 et d’apres la question
g(x) précédente appliquée & as < ugp < —1 on a ek —e®2 < %(uk — a2). Ainsi
1 1 /1\" 1\F*t
! U1 — az = e"*F — e < —(up — a2) < S <*> = (*) .

2)

(b) Soit n € N, n > 2, on distingue deux cas : z €] — 00;0] et = € [0, +00[.

— La fonction g est continue et strictement monotone sur | —c0;0]. Ona g(0) =1 <n
et, comme limg_, oo g(z) = +00, il existe A €] — oo; 0[ tel que g(A) > n. Ainsi n
est compris entre g(0) et g(A).
D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique
an € [A, 0] tel que g(an) = n. On a bien ap < 0 et, en utilisant la monotonie de
g, ’équation g(z) = n n’admet pas d’autre solution sur | — co; 0].

— On proceéde de méme sur lintervalle [0, +oco[ pour trouver Sy,.

(a) On sait que In est strictement croissante et que In(1) = 0 donc e > 1 (en fait on a méme

e > 2 et il est bon de savoir que e & 2, 718).

Onag(-1)=elt+1= % +1l<2etg(—2) = (%)2 + 2 > 2. D’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires appliqué sur l'intervalle [—2; —1] & la fonction continue g et
a la valeur intermédiaire 2, on obtient que 1’équation g(z) = 2 admet une solution sur
Pintervalle [—2, —1]. Par unicité de az sur R™, on en déduit que

—2< as < —1.

(b) On sait que g(a2) = 2 donc e*2 —az =2 d’olt €*2 — 2 = ax.

On a ug = —1 donc ag < up < —1.
Soit k € N tel que ag < ug < —1.
Comme la fonction exp est croissante, on a e*2 < e%k < e~ ! et en enlevant 2, on trouve

e¥2 —2 e —2<e 1 =2
Commeogégl,onae_172<fl et comme e*2 —2 =oag et e"* —2 =wug4;. Ona

a2 S Upy1 < —1

Ainsi pour tout £k € N, a2 < up < —1.

(c) Soient a et b deux réels tels que a < b < —1. La fonction exp est de classe %! sur R

donc sur [a, b] ; de plus sa dérivée en z est exp(xz). Comme exp est croissante sur R, on
peut écrire le théoréme des accroissements finis sur [a, b] comme :

3e €la,b], 0 < e — e = (b — a).

Comme c¢ € [a,b], on a ¢ < —1 donc e° < e~ ! en utilisant encore la croissance de exp.
Donc

0<e? —e? <

D | =

(b—a).

>0

Donc pour tout k € N, 0 < up — ag < (l)k

e

Comme —1 < % < 1, on en déduit que limy_, | o (%)k =0.
Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison, limg_, 4 oo U —a2 = 0 et limy_, 4 oo up = a2.
Soit n € N, n > 2.
Tout d’abord, g(In(n)) = e — In(n) = n — In(n).
Or, comme n > 2, en particulier, n > 1 donc In(n) > 0 et ainsi g(In(n)) < n.
De plus, comme In(n) > 0, d’aprés le tableau de variations de g, on a g(In(n)) > 1.
D’ou, pour tout n > 2,
1 < g(In(n)) < n.

Ensuite,
g(In(2n)) =2n —In(2n) =2n — (In2+ lnn)=n+n—-In2—-Inn=n+g(lnn) —In2

Or, d’aprés ’énoncé In2 ~ 0,69 et g(Inn) > 1 donc g(Inn) —1In2 > 0 et g(In(2n)) > n.

Le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué & la fonction continue g sur 'intervalle
[Inn;In(2n)] avec la valeur intermédiaire n permet d’affirmer P’existence d’une solution
a I’équation g(xz) = n dans lintervalle [Inn;In(2n)]. Par définition, cette solution est
Bn et donc

Inn < Bn < In(2n)

Bn < In(2n)  In2

Corrigé ex. 5.

D’ou, en divisant par Inn >0, 1< - — < = — +1.
Inn Inn Inn
Il est clair que limy,— 4o l‘g—i = 0 donc par comparaison, limg,— 4o li—’; =1.
0o 0 1
1) On trouve que M2 = |0 0 0| et M3 est la matrice nulle.
0O 0 O

Plusieurs raisonnements sont possibles :

— La matrice M contient une colonne de 0 donc I'application canoniquement associée n’est

pas surjective donc pas bijective donc sa matrice (la matrice M) n’est pas inversible.

— Si f est injective alors f o f est injective; comme M3, la matrice de f2 est nulle, f3

n’est pas injective et donc f n’est pas injective. En particulier, f n’est pas bijective
donc sa matrice (M) n’est pas inversible.
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2)

3)

— Plus naturel dans cet exercice : supposons M inversible, alors on a
M3=0
M~7IM3 =M1 X 0_z3(R) on mult. & gauche par M~}

M? =0_z,(R) car M~IM3 = M~ *MM? = LbM? = M?

Or M? # 0_#5(Rr) donc M n’est pas inversible.

(a) Le méme raisonnement que le dernier item de la question précédente permet de
conclure : supposons A inversible, alors on a

A3=0
A71A3 = A7 x Ocz3(R) on mult. & gauche par A™1

A% = 0,7,(R) car ATTA3 = AT1AA% = [,A% = A

Or A% # 0Oz (R) donc A n’est pas inversible.
(b) On développe 1 — (1 — X) (1+ X +X?) =1 - (1+X+X2%) + (X +X%24+X3) =
1-1+X3=X3
Remarque : on peut aussi remarquer que 1 + X + X2 est une somme géométrique. . .
(c) D’aprés la question précédente, pour toute matrice A, A3 = I5— (I3 —A) (Ig + A+ Az).
Comme A3 = 0, on obtient : (I3 — A) (Is + A+ A%) = I3. De méme X3 = 1 —
(1+ X+ X?%) (1 - X) donc (I3 + A+ A?) (I3 — A) = Is.
Ainsi, (I3 — A) est inversible et son inverse est (I3 + A + A2).
1l suffit de remarquer X3 = (1+ X) (1 - X + X?2) — 1.
Donc l'inverse de I3 + A est (13 — A+ A2).

Corrigé ex. 7.
Oral TSE, corrigé par TSE.

1)

2)

3)

4)

5)

Pour tout n, fr, est dérivable et pour tout z € R

sin>0
fr(@) =

T

—e” sin =0.

{z"lem(n —x)

Sur [0,n[, f}(z) > 0 donc elle forme une bijection.

Pour tout = € R,
2" =e" 2" -1=0% fa(x) =0.

D’aprés la question 1), fn est strictement monotone sur [0,n]. De plus f, est continue sur
[0,n] avec fn(0) = —1 < 0et fn(n) = (n/e)® —1> 1" —1 = 0. Donc d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires 2™ = e” admet une unique solution sur [0, n].

Pour tout n > 3, on a f,(1) =e~!—1 < 0. On a vu ci-dessus que pour tout n > 3, fn(n) > 0.
Donc fn(1) < fn (zn) < fn(n). Or fy est strictement croissante sur [0,n] donc 1 < z,, < n.

Par définition xﬁiie’znﬂ = 1. Or d’apreés la question précédente, x,, > 1 pour tout n >
3. Donc en divisant xﬁ"'}e‘””rl = 1 par Tp41 on obtient z ;e”%»+1 < 1. Ce qui est

équivalent & frn (£n4+1) < 0. Or fn (zn) = 0 donc fn (xn+1) < fn (zn). Comme pour tout
n > 3,1 < xn <netque f, est strictement croissante sur [0, n], on en déduit que zn+1 < Tn
pour tout n > 3. Ce qui assure la décroissance de la suite (zn), >3-

La suite (zn),,~5 est décroissante minorée par 1 donc elle converge.

6) Par définition de =y, on a zI* = e~ *n. Comme les deux termes de ’égalité sont positifs, on a

pour tout n > 3 :

nln (zn) = zn

qui assure le résultat attendu en divisant par n.

7) A la limite £ on a In(¢) = 0. Comme In est continue et bijective on a donc £ = 1.

8) On distingue suivant la parité de n :

— Sin est pair,n #0 :

x —00 0 n —+o0
fh — 0 + 0 —
— Sin=0:
x —00 —+o00
I -
In

— Sin > 1 est impair :

x —00 n —+oc0o
1 + 0 -
fn

Questions supplémentaires :

1) On pose yn = xn — 1. Montrer que

yn+1l=nln(l+yn).
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2) En déduire que :

li =1
L,

3) On pose zp, =zp, — 1 — % Montrer que

lim n2z, = =
n——+oo

4) Montrer enfin qu’il existe trois réels a,b et ¢ tels que :

b c
xn:a+;+n—2+o(1/n2).

Corrigé ex. 8.
Oral TSE, corrigé par TSE.

1) Soient (z,y) € E2 et AER, on a
s(Az+y) = 2p-id)(Az+y) = 2p(Az+y) — Az +y) = 2Ap(x) —p(y) — Az —y = As(z) +5(y)
Donc s est une application linéaire. De plus p : E — E et id : E — E donc s est une
application linéaire de E vers E.

2) Soit z € E,

5% (z) = s(2p(z) — x) = 2s(p(x)) — s(x) = 2 [2p*(z) — p(z)] — 2p(z) + =
= 22p(z) — p(z)] — 2p(z) +z ==

Donc s? = id.
3) On a s? = sos = id donc s est bijective de E vers E et s~ = s.
4) Comme s est bijective Ker(s) = {Og} et Im(s) = E.
5) Soit z € Ker(s — id) N Ker(s + id) alors s(z) = z et s(z) = —z. D’ot z = —x et z = 0.

On va montrer que Ker(s+id) = G : soit € Ker(s+id) on a s(z) = —z. Comme E = F® G,
il existe (zp,zg) € F X G, tel que z = zp + z¢. On a alors

—z=—zp—2g =s(x) =s(zr+zg)=2p(rFr +xg)—TFr—2g =22F —TF—TG = TF—IQ

donc zp =0 et © = zg. Donc z € G et Ker(s +id) = G.
De méme Ker(s —id) = F : soit € Ker(s — id) on a s(z) = z. On a alors

z=zp+xg=s(x)=s(F+2g)=2p(@F+20) —TF -2 =2TF —TF —TQ = TF — TG

donc zg =0et z =xp. Donc z € F et Ker(s —id) = F.
Donc Ker(s — id) et Ker(s + id) sont supplémentaires.

Autre méthode qui sera vue en K3 : s2 = 1 donc X2 —1 est un polynéme annulateur de
s. En conséquence Sp(s) = {—1,1} et s est diagonalisable. Par théoréme ceci est équivalent
au fait que les espaces propres associés & —1 et 1 sont supplémentaires.

Corrigé ex. 9. ¢ Oral TSE, corrigé par TSE.
iy

2 -1 2
A= 3 -2 4
2 -2 3

3)

4)

6)

: — R3
T 20 —y + 2z
Yy —> 3 — 2y + 4z
z 2x — 2y + 3z

Soit P(n) la propriété : "V, = A"Vy”.
P(1) est vraie
Supposons P vraie & un certain rang n. Alors

Vna1 = Avp, = AA™ Wy = ALY,

Donc P est héréditaire et P est vraie pour tout n > 1.
Remarque : si besoin, entrainez-vous a rédiger cette récurrence « correctement ».

On considere la matrice associée a la famille :

1 0 1
1 1 0
0 1 0
Sa réduite de Gauss est
1 0 1
0o 1 -1
0 0 1

qui a 3 pivots non-nuls. La famille est donc une famille de 3 vecteurs qui forme une famille
libre de R3 elle est donc une base de R3.

Remarque : la « réduite de Gauss » n’est pas au programme, vous pouvez bien entendu
utiliser les termes appris au cours de année de HK'!

On a
1 1 1
M = 0 1 2
0 0 1
Soit
0 1 1
N = 0 0 2
0 0 O
Ona M =1+ N. On calcule
0 0 2
N2=[0 0 0
0 0 O

Et pour tout k > 3, Nk = 0.
Les matrices I et N commutent. On peut donc appliquer la formule du binéme de Newton :
pour tout n > 1,

-1
M”:IJrnN+7n(n2 )N2=
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7) Ona M = P~1AP avec

1 0 1 0 1 —1
P=|11 0 e¢ Pl=l0 0 1
0 1 0 1 -1 1
On calcule
14 n? —n? n+n?
A" = 2n+n2 1—-2n-—n2?2 3n+n?
2n —2n 2n+1

8) On a donc

(1 + n2) T n2y0 + (n + n2) 20
(2n+n2)xo + (1 —2n—n2)y0 + (3n+n2)z
2nzo — 2nyo + (2n + 1)zo

Corrigé ex. 10.
1) Pour tout n, la fonction

m”l

V1i+ax

est continue sur [0, 1] car 1 + & > 0. Donc l'intégrale est bien définie.

T —

2) Pour tout n, la fonction

™

vVi+zx

est positive sur [0, 1] donc l'intégrale est positive ou nulle.

X —

3) Comme z € [0,1], on a z"t! < z™. En divisant par v/ + 2 > 0 et en intégrant on obtient

1 " n+1
= dx = .
tin /0 itz @ /D itz Tt

Donc la suite (un), ¢y est décroissante.

4) Comme z € [0,1],ona 1 <1+ < V2. D’ott par décroissance de la fonction inverse

Ainsi

En intégrant on obtient

1 ,.n 1 n 1
x T
/ — dz < / ———dzx < z" dx
Jo V2 o Vitz Jo
ce qui donne le résultat annoncé.

5) Par le théoréme d’encadrement on obtient que la suite (un),, cy converge vers 0 .

7

8)

1)

2)

6) Par intégration par parties on a

Zntl Zntl }1

1 L
= dx = -
tn ,/0 1+=x v n+1)/ (1+2)3/2 x+{(n+1)\/1+w0

D’ou

1 1 n+1 J 1
e 2(n+1)/o 1+ T e

On obtient le résultat annoncé en multipliant par n + 1.

Comme précédemment on a, pour tout z € [0, 1],

73 < W =1
Dot
ﬁ < 7xn+1 < gl
23/2 = (1+a)3/2 =
et

1 1 1 n+1 1
—_ < dz < .
23/2n+27/0 (1 +2)3/2 T n+2
On en déduit que cette intégrale converge vers 0 lorsque n tend vers co.
On a

lim (n+ 1un, =

n—r00

Sl

d’ou

1 1 " < 1 > 1 1Jr (1)
Up=—=—— 40| ——]=-"=<"4o0(=]).
" V241 n+1 V2n n

Corrigé ex. 11.

Le cardinal de la famille est strictement supérieur a la dimension de ’espace vectoriel : la
famille est donc liée.
Non, par exemple lorsque I = A. On peut aussi penser aux symétries, aux rotations d’angle
w/4 etc.
1l existe (a,b,c,d) € R* tel que Is = aA + bA? 4 cA® + dA*. Par conséquent, Iy =
A (aIg +bA+cA% + dA?’)A D’olt A inversible, d’inverse alz + bA + cA? + dA3.
Cette question est la contraposée de la question précédente. Elle est donc vraie.
(a) Puisque Iz ¢ Vect (4, A%, A3, A%), le rang de la famille {4, A2, A3, A%} est inférieur ou
égal a 3. Autrement dit, la famille est liée.
(b) Supposons A inversible. Comme la famille {A, A2 A3 A%} est lide, il existe
(a,b,c,d) € R*/{(0,0,0,0)} tel que aA + bA? + cA3 + dA* = 0. On a donc
A (alg +bA+cA2 +dA3 ) = 0 . En multipliant & gauche par A~1, il vient als 4+ bA +
cA2 +dA3 = 0. a est nécessairement nul, sans quoi on aurait Is € Vect (A, A2 A3, A4).
1l vient bA + cA? + dA% = 0. En réitérant, (ou en appliquant la méme méthode) on
obtient b = 0, puis ¢ = 0 et enfin d = 0 ou une absurdité. On a ainsi montré par
I’absurde que A n’est pas inversible.



