MATHEMATIQUES — K3

2024

TRAVAUX DE VACANCES

ALGEBRE LINEAIRE

Pour les futurs carrés : ex. 1 et 2.

Pour les futurs cubes : ex. 3 et 4 (mais regarder ex. 1 et 2 si besoin).

Exercice 1. Calcul matriciel

1) On considere a, b et ¢ trois réels ainsi que les matrices

b
M = b
1

— 0

—Q 0
)
-+
I

(a) Calculer MT, la transposée de M.
(b) Calculer le produit M N.

2) Résoudre les systémes d’équations suivants :

y—3z=1
(a) x4+ y— z2=2 (b)
—5r+2y+ z2=5

204+ y—3z=2

-3z +4+2y+22=0

3) Résoudre les systémes d’équations suivants :

r—4y—2z=1 —x+2y —4z= -2
(a) x+8y+22=0 (b) ¢ 3z +2y+42=3
—3x+9y+5z2=0 x4+ 2y =1

)

T+ y— z2=-2

a c
b b
c a
r+2y—32+4 t=2
3z+ y— z2— t=-1
(c) _
—3x + z—4t=5
T— y+ z— t=4
r— y+4z4+6t=1
20+ 2y + 32+ 3t =2
()

3r— y—3z2+ t=3
4x —2z+4+2t=5

4) Résoudre les systémes d’équations suivants (en fonction du paramétre réel a a partir de la question e) :

—x+2y—4z=0
3r+2y+42=0

r—4y—22=0
(a) r+8y+22z=0 (b)

-3z +9y+52=0 T+ 2y =0
3r+ 4y —22=0 49
r+2y=a
d){-3x—-2y+ 2z=0
(@ ar -2 (){3x—y:4a

—r—3y+322=0

5) Inverser, lorsque c’est possible, les matrices suivantes :

1 0 2 1 -1 0
@A=[0 o0 1 M B=[1 2 1
0 -1 1 1 1 0
01 1 1
D=1 0 1 (e) E, =
110

r— y+4z+6t=0
20 +2y+324+3t=0
3r— y—32+4+ t=0
4x —2z+42t=0
ar+ y+z2=0

f)s—z4+ay—2=0
20 -3y +2=0

(c)

-1 2 —4
cgC=13 2 4
1 0
1+a 1 1
OF=| 1 140 1
1 1 1+c
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Exercice 2. Soit f I’endomorphisme de R? défini par
(,y,2) = (Y + 2,2+ 2,2+ y).

1) Déterminer le noyau de f; en déduire que f est bijectif.
2) Donner I'expression de f~1.
Soient Ey = {(z,y,2) e R* |z =y =2z} et By = {(z,y,2) e R* |z +y+ 2 =0}.
3) Vérifier que E; et Fy sont des sous-espaces vectoriels de R3 et donner la dimension ainsi qu’une base de
chacun.

4) Etablir que f(E;) = E; et f(FEy) = Es.

Exercice 3. 60 Matrices de rang un
Soit M € .#,(R) une matrice carrée de taille n x n a coefficients réels.

1) Montrer que

rg(M) =1 < ilexiste X, Y € #, 1(R) des colonnes (non nulles) telles que M = X - YT

2) On suppose M de rang 1 et symétrique ; montrer qu'il existe A € R* tel que Y = AX et M = X - YT.

3) Montrer que si M est une matrice de rang 1 alors il existe a € R tel que M? = oM.

Exercice 4. of Ulm 2006
On dit qu'une matrice N € ., (R) est nilpotente s'il existe un entier p tel que N? = [0] (matrice nulle).
On note I,. la matrice identité de .#,.(R), pour 1 < r < n.

1) On note J € #,(R) la matrice dont le coefficient sur la ligne 7 et la colonne j est : m; ; =1si j=i+1
et m; ; = 0 sinon.
Montrer que J est nilpotente.

2) On fixe désormais N € .#,(R) une matrice nilpotente et p un entier tel que N? = [0].

(a) Rappeler la formule donnant la valeur des sommes partielles 1+x +. ..+ 2™ d’une série géométrique
(pour z € R et n > 1 entier).

(b) S’en inspirer pour écrire, pour tout entier ¢, I,, — N9 comme (I,, — N)M,, ot M, est une matrice &
expliciter en fonction de N et gq.
(¢) En déduire que I,, — N est inversible, et préciser son inverse.

(d) Montrer que la matrice

1 —a O

0 1 0
g

0 0 1

est inversible et calculer son inverse.
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Corrigé ex. 1.

1) (a) On trouve MT =

. Attention, MT # N.

o o
QT O
— =

(b) Le produit M N est :

—
(e

—
o
~—

a+b+c a?+b>+c2 2ac¢ + b?
MN=|a+b+c 2ac + b? a? + b2+
3 at+b+ec a+b+ec

y—3z=1 3x+ y— z2=2 L1 Ly
Jx+ y— z2=2 =

—Sdr+2y+ z=5

{ y—3z=1

-5 +2y+ z=5
3r+ y— z=2

— y—3z=1
{ 11y —22=25 3L3+ 5L,
{Sx—i—y z=2

y— 3z=1
3lz=14 L3 —11L,

<

1
xz =31
_ 73
31
14
31

!

z =

1 73 14)
31031731/

Le systéme admet une solution unique : (z,y, z ) (-4 —4).

Le systéme admet une solution unique : (z,y, z (

) Le systéme admet une solution unique : (z,y, z,t) = (f%, 711, —37 )

r—4y—2z=1 r— 4dy—2z=1 r—4y—2z=1
r+8y+2z2=0 < 12y +4z2=-1 Ly—L; <= 3y+ z=-1/3 iLQ
—3x+9y+5z=0 — 3y— z2=3 Ls+3L, y+ z=-3 —L3

Les deux dernieres lignes du dernier systéme sont incompatibles ; le systeme n’admet pas de solution.

Le systeme n’admet pas de solution.

) Le systéme n’admet pas de solution.

) Les étapes sont les mémes que les premieres étapes du premier systéme de la question précédente ;

seuls les seconds membres different.

r—4y—22=0 r— 4dy—2z=0 r—4y—22=0
r+8y+2:=0 < 12y +42=0 Ls—L <— 3y+ z=0 iLQ
—3z+9y+52=0 — 3y— z=0 L3+3L, 3y+ z=0 —Lj

r—4y—22=0 T =2y
— <~
Jy+ z2=0 z= -3y
Le systéme admet une infinité de solutions : les triplets (z,y, z) = (2¢, @, —3a), pour tout o € R.
Le systéme admet une infinité de solutions : les triplets (z,y, 2) = (-2, « a) pour tout o € R.
Le systéme admet une infinité de solutions : les triplets (z,y, 2, t) = (—«

, ), pour tout a € R.

Le systéme admet une infinité de solutions : les triplets (z,y, z) = (2a—4ﬁ, 36, 304)7 pour tout « € R
et tout 5 € R.

Le systéme admet une solution unique : (z,y) = (?a, —

©
e
~—
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(f)

—x4+ay—2=0 L1 — L3
20 -3y+2=0

ax+ y+2=0

ar+ y+z2=0
—z4+ay—2=0 <:>{
20 -3y +2=0
—r+ ay — z=0
<:>{ (2a —3)y — z2=0 Ly+2L,
(1+a®)y+(1—a)z=0 Lz+al,
—x 4+ ay — z=0
{ (1+a®)y+(1—a)z2=0 L3+« Lo
(2a — 3)y — z=0
—x + ay — z=0
{ (14 a®)y+ (1—a)z=0
(a>-5a+2)z2=0 (1+a®)L3— (2a —3)Ls

Onaa’?—-5a+2=0 < a= % On distingue alors 2 cas :
— siae R\ {%m, 5-&-7\/?}7 la seule solution du systéme est le triplet (0,0, 0).

— sia= 5*5 17 oua= E’*T V17 e systéme admet une infinité de solutions :

(z,9,2) = (—(a+ e, (a — D, (1 +a*)a), Vo € R.

5) (a) Nous appliquons la méthode de Gauss-Jordan :

—102100LL—102100L&L10—2—100
0 0 1j0 1 o]=2"%0 -1 1|00 1|01 -1]0 0 -1
0O -1 1{0 0 1 0 0 1{0 1 0 0 0 1 0 1 0
10 =2|-1 0 0 1 0 0/-1 2 0
Ltlalo 1 oo 1 —1) 22 (0 1 0] 0 1 —1
0 0 1 0O 1 0 o0 10 1 0
On sait que A est inversible dés la premiére étape (matrice triangulaire dont les éléments diagonaux
-1 2 0
sont tous non nuls); on trouve A== 0 1 -1
0 1 0
1 0 1
by B'=3|-1 0 1
1 2 -3
(¢) C n’est pas inversible.
-1 1 1
@ Drt=11 -1 1
1 1 -1
1
(e) BV =E, =
1
(f)
l+a 1 1 |10 0 1 1 14c|0 0 1
1 146 1 |0 1 o225 1 145 1 |0 1 0
1 1 1+c¢|0 0 1 l+a 1 1 |10 0
1 1 14+c¢c|0 0 1
bl o b —c |01 -1
1+a 1 1 1 0 0
1 1 1+c¢ 00 1
Lozl gy e 01 -1 (1)
0 —a —(c+a+ac)|1 0 —(1+a)

On distingue alors deux cas :
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— Si b # 0; on continue I'algorithme de Gauss-Jordan :

1 1 1+c 0 0 1 1 1 1+¢ 0 0 1
0 b —c 0 1 -1 | Metelztg oy —c 0 1 -1
0 —a —(c+a+ac)|1l 0 —(1+a) 0 0 —ab—ac—bc—abc|b a —a—b—ab

On distingue encore deux cas :

— si ab+ ac+ bc+ abe # 0 alors F' est inversible et on trouve

1 b+ c+ be —c —b
-1 = b b b —C a-+c—+ac —a
ab + ac 4+ bc + abe A —a a-+b+ab

— Si ab + ac + bc + abc = 0 alors F' n’est pas inversible.

— Si b =0, on reprend la ligne (1) en remplagant b par 0 :

11 1+c 00 1 11 14c 0 0 1
0 0 —c 01 -1 |E22 00 —a —(cta+tar)|1 0 —(1+a)
0 —a —(c+a+ac)|1l 0 —(1+a) 0 0 —c 0 1 -1

Donc dans ce cas, F' est inversible si et seulement si b et ¢ sont non nuls.

Si a et ¢ sont non nuls, on a

1 c —c 0
Fl==|—-¢ a+c+ac -a
ac\ o —a a

On remarque que 'on peut résumer la situation ainsi : F' est inversible si et seulement si ab + ac +
bc 4 abe # 0 et dans ce cas,

1 b+ c+ be —c —b
-l = b b b —C a—+c—+ac —a
ab + ac + oc + abe b —a a+b+ab
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Corrigé ex. 2.

1) L’application f est une application linéaire de R® dans lui-méme ; son noyau est donc
Kerf = {(;v,y,z) € R3 ‘ f(xvyaz) = 0R3} .

On cherche a résoudre le systéme d’inconnues réelles z, y et z :

y+2=0 r+y =0 L+ Ls
x +2=0 <= (z +2=0
T4y =0 y+2=0
z+y =0 r+y =0 T =0
= —y+2=0 Lo—L) < —y+ 2=0 = Y =0
y+z=0 22=0 L3+ Lo z=0

Ainsi Kerf = {Ors} et f est injective.

D’aprés le théoréme du rang, on a dim R? = dimKerf + rg f; on vient de voir que dim Kerf = 0 donc
rg f = 3. Ainsi Imf est un sous-espace de dimension 3 de R?, on a donc Imf = R3 et f est surjective.
Ainsi f est injective et surjective; elle est bijective.

2) L’idée ici est d’appliquer la méthode de Gauss-Jordan ; nous allons pour une fois donner une version
légerement différente dans sa forme.
Les premiéres opérations sont exactement celles de la question précédente, elles correspondent aux opé-
rations sur les lignes permettant de rendre le systéme triangulaire supérieur. Plutét que les appliquer a
un « couple » de matrices; nous allons conserver la présentation sous forme de systéme : étant donné
un triplet (a,b,c) (élément de 'ensemble d’arrivée), on cherche un antécédent (donc dans I’ensemble de
départ) (x,y, z) ; son existence est assurée par la question précédente. On cherche & exprimer (z,y, z) en
fonction de (a, b, c).

f(z,y,2) = (a,b, C) = (,y,2) = f_l(a7 b,c).

y+z=a y+z2=a+0+0 T4y =040+c Lj+Ls
x +z=b < (= +2=040+0 < (= +2=04+0+0
z+y =c r+y =c+04+0 y+z=a+04+0
T4y =0+4+0+c T+y =0+0+c
= —y+2z2=04+b—c Ly—1 —y+ z=0+b—-c
y+z=a+0+0 2z=a+b—c L3+ Lo
T+y =0+0+c T4y =0+4+0+c¢c
— —y4+2=04+b—c — y =%-byc L+
b b
z=%+5-% 3Ls z=5+t373
x =—§+5+5 Li—Lo
_a b c
= y =3-3t3
_a b c
r=51T373
Ainsi, pour tout (a,b,c) € R3, ona f~ (a,b,c) = (-4 +5+£,2—b+< 245 <) matriciellement
a -1 1 1 a
fye)l==(1 -1 1
c 1 1 -1 c
3) — On remarque déja que Ogs € E;.
X T2
Soient u1 = | y1 | et ug = | y2 | deux éléments de E; (i.e. 1 = y1 = 21 et &9 = ya = 22) ainsi
21 22
que A € R, on a
I T2 £L'1+>\.’£2
1 | +Aly2 | = | y1+ Ay | dans ce cas, 1 + Axo = y1 + A\yo = 21 + Az
21 22 z1 + Az

Donc u; + Aug appartient a E; et Fq est un sous-espace vectoriel de Rg.
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Enfin, on a
T x 1
uly|lekbk <= zrz=y=2z <= u=|z| < u=2x|1
z T 1
1
Ainsi E1 =vect{ a= |1 ; B1 est de dimension 1.
1

— On considere l'application h: R®> — R définie par h: (z,y,2) — 2 + y + 2. Cette application est
linéaire car

x
h(x,y,z):(l 1 1) Yy
z

On a Ey = Ker h, comme h est linéaire, Fy est un sous-espace vectoriel de R3. Comme h n’est pas
Papplication nulle, elle est surjective (R est I’espace d’arrivée) et le théoréme du rang nous permet
de trouver dim Ker h = 2 = dim FEs.
1 1
On trouve alors facilement Fs =vect< 5= —-1],v=1 0
0 -1
4) On a f(o) = 2a comme E; est un sous-espace vectoriel, f(a) € Ej.
Soit u € Eq, il existe A € R tel que u = Ao (car {a} est une famille génératrice (car c’est une base) de
E1). On a f(u) = f(Aa) = Af(a) = 2 a € Ey done f(Ey) C Ejy.
De la méme fagon, f~!(a) = 1a donc f~1(E1) C Ey, ce qui équivaut & By C f(E)) donc f(E1) = E.
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Corrigé ex. 3.

1)

2)

3)

On démontre les deux implications séparément : pour cela on utilise le fait que le rang de M est la
dimension de I'image de I'application linéaire canoniquement associée a M ; c’est la dimension de I'espace
vectoriel engendré par les {Me; | i =1,...,n} ou les e; sont les vecteurs de la base canonique de R".

— Soit M telle qu’il existe X et Y € ., 1(R) des colonnes (non nulles) telles que M = X - YT. On
L1 Y1
note X = | : | et Y =] : | etona pourtout (i,7) € {1,...,n}*:

x n yTL

(X YT, =[M],; =z Xy,

2}

Comme X et Y sont non nulles, il existe ig et jo tels que x;, X y;, # 0 donc M n’est pas la matrice
nulle et rg(M) > 1.
En notant eq,...,e, les n vecteurs de la base canonique de R", on a pour tout j € {1,...,n}
Mej:(X~YT)ej :X'(YT'ej):Xij:ij.
En particulier Mej, # 0 et pour tout j € {1,...,n}, y;,Me; = y;Me;, donc tous les Me; sont
colinéaires & Mej, et M est de rang 1.
— Soit M une matrice de rang 1; il existe jo tel que Me;, # 0 (sinon M serait la matrice nulle) et
pour tout j € {1,...,n}, Me; est colinéaire & Me;, ; ainsi, il existe a; € R tel que Me; = a;;Mej,.
(€51
On pose alors X = Mej, et Y =
an
On a X # 0 et le coefficient a la ligne jo de Y est égal a 1 donc Y # 0.
Enfin, en remarquant que Me; est la colonne j de M, ona M =X -YT.
Soit M de rang 1 et symétrique; il existe donc X, Y € 4, 1(R) telles que M =X - YT et MT = M.
21
On remarque que si Z = | : |,ona ZTe; = z;.
Z’ﬂ
Comme M est de rang 1, elle est non nulle et il existe jo tel que Mej, # 0.
On aalors : Mej, = X -YTej, =y;joX et MTej, =Y - XTej, = z;,Y.
Comme Mej, # 0, on a y;, # 0 et comme M est symétrique, on a y;,X = z;Y donc X = %Y

. x; s i .
Le scalaire 22 étant non nul, A = 22 convient.
y; ’ i
Jo Jo

Soit M de rang 1, il existe X, Y € .4, 1(R) telles que M = X - YT ; on a alors
M= (X -YO)X - YT)=X(YT-X)YT=aXYT =aM

en notant a = YT - X.

Corrigé ex. 4.

1)

2)

%

On calcule les coefficients de la matrice J? : pour tout (i,k) € {1,...,n}?, on note ;) = [JQ] ,, alors

n
Qi k = E My, 51,k -
Jj=1

Le produit m; jm; . est non nul si et seulement si les deux nombres sont non nuls, i.e. j =i+ 1 et

k = j + 1. Ainsi les coefficients de J? sont nuls sauf les coefficients «; ;12 (qui sont égaux a 1).

) , . lsik=i+a

On démontre par « récurrence » que pour tout entier a <n — 1, on a [J“]i = 0 si .
’ sion.

Ainsi pour J" ! est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui situé « en haut a droite » qui

vaut 1 (.e. [J”_l} 1, = 1). Donc on trouve J x Jn=1 = J" = 0. La matrice J est nilpotente.
(a) On a, pour z € R,
n n+1 siz=1
1+$++$nzzxk: lfl‘nJrl
1—a sinon
—x

Pour cet exercice, dans le cas x # 1, on préférera écrire : (1 —z)(1+x+...+2") =1— "L
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(b) On pose M, = Zz;é N*; montrons que pour tout entier ¢ > 1, I, — N9 = (I, — N)M,.
Soit ¢ € N*, on a

q—1 g—1 g—1 g—1 g—1
(In=N)My = (I, = N) Y _NF =) "NF - N x Y NF =3 "Nk N
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
g—1 q
=> Nf-> N =N°-N?=1, - N
k=0 j=1

(¢) Comme N est nilpotente, il existe ¢ > 1 tel que N? = 0 donc 1’égalité précédente donne :
I, = (I, — N)M,.

Comme M, = ZZ;% Nk, M, commute avec I,, et avec N donc on a aussi I,, = M,(I, — N). Ainsi
I, — N est inversible et son inverse est M,.

(d) La matrice considérée est A = I,, — aJ avec J nilpotente (J™ = 0) d’apres la premiére question
(donc aJ est nilpotente aussi). Ainsi d’apres la question précédente, A est inversible et

n—1 n—1
AT =) (a)h =) db Tk,
k=0 k=0
La matrice est :
1 a d? an !
0 1
-1
A7 = a2
“
0 0 1



